Gregor Weingart

XVI Escuela de Verano

24 al 28 de junio de 2019

DA



Superficies Curvaturas Principales Teorema Egregio Variacién del Area Enneper—WeierstraB Periodos
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Superficies en R3
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El plano afin ¥ C R3 determinado por a, b, ¢ € R no todos igual

a cero ye € R es el conjunto de soluciones de la ecuacion:
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La esfera S? del radio r > 0 en R3 es el conjunto de puntos de
distancia r al origen:
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Ejemplo (Esferas S?> C R3)
La esfera S? del radio r > 0 en R3 es el conjunto de puntos de

distancia r al origen:

X
57 = y| eR| X2+ y?+22 =17 c R?

V4

Periodos

Ejemplo (Gréficas de funcidnes )

Seaf: U—R,(u,v)— f(u, v), una funcién suave definida
en un abierto U C R2. La grédfica ¢ de f es la superficie en R3

definida como la imagen ¢ := X¢( U) de la aplicacion:
u
X: U — Xr C R (u,v) — v

f(u,v)




. senv u? + v2
vVu? + v2

A
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Una funcién se llama suave, si y solamente si todas sus derivadas
parciales iteradas de cualquier orden existen y son continuas.

En este minicurso asumiremos por simplicidad que todas las
funciones sean suaves.
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Ejemplo (Ejemplos de superficies I1)
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Superficies Curvaturas Principales Teorema Egregio Variacién del Area Enneper—WeierstraB Periodos

Definicién (Parametrizaciones regulares)

Una parametrizacién de una superficie en R (tambien llamada
una “superficie parametrizada”) es una aplicacién diferenciable

x(u, v)
X: U — R (u,v) — X(u,v) = |y(u, v)

z(u, v

de un subconjunto abierto U C R? a R3. Una tal parametrizacién
X se llama regular, si las dos derivadas parciales de X

(u, v)
X - X
E(uav) T ?(’LV) y E(th)
ge(u, v)

tomado en componentes son vectores linealmente independientes
en R para todo (u,v) € U.




T2

El toro T? C R3 de rotacién con radios R > r > 0 es la imagen

= X(R?)
de la parametrizacion suave y regular, pero no biyectiva:

X: R?2 — RS

(R + rcosv)cosu
(uyv) — | (R + rcosv)sinu

rsinv
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Definicién (Superficies en R3)

Una superficie (suave) en R3 es un subconjunto cerrado ¥ C R3,
tal que por todo punto p € ¥ existe una vecindad V C R3 de p
en R3 (jsic!) y una parametrizacion suave, regular y biyectiva:

X: U= $nv, (u,v) — X(u, v)

jEs muy importante que X es sobreyectiva, no vamos a permitir,
que algunos puntos en > N V' no son parametrizados de X!
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Nota (Superficies con autointersecciones)

También se puede definir superficies ¥. C R3 con
autointersecciones.

Cada punto en una superficie ¥ C R3 con autointersecciones es
contenido en un ndmero finito de “ramos” de la superficie.

Formalmente remplazamos la condicion de inyectividad de la
parametrizacion regular suave X con la condicion, que todo punto
en X N V tiene solamente un nidmero finito de preimagenes en U.




Las Curvaturas Principales
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Nota (Obyectivo de la platica)

Queremos desarrollar una medida, las dos curvaturas principales,
para la torsion de una superficie ¥ € R3 en cada uno de sus
puntos p € X.

Idealmente este medida nos permite identificar la geometria local
de la superficie * alrededor de su punto p.
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Nota (Obyectivo de la platica)

Queremos desarrollar una medida, las dos curvaturas principales,
para la torsion de una superficie ¥ € R3 en cada uno de sus
puntos p € X.

Idealmente este medida nos permite identificar la geometria local
de la superficie ¥ alrededor de su punto p.

Nota (Propiedades indespensables)
@ Invarianza bajo reparametrizacion:

Las curvaturas principales en un punto p € ¥ no dependen de
la parametrizacion X : U — X elegida para calcularlas.

@ Invarianza bajo isometrias de R3:

Si®: R3 — R3 es una isometria de R3, entonces las
curvaturas principales de ®(¥) C R3 en el punto ®(p) son
iguales a las curvaturas principales de > enp € ¥.




Para definir las curvaturas principales de una superficie vamos a
curva en R?.

empezar con un caso mas simple, la curvatura (principal) de una

DA
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Para definir las curvaturas principales de una superficie vamos a
empezar con un caso mas simple, la curvatura (principal) de una
curva en R?.

Definicién (Orientacién estandar de R?)

La identificacion del plano R? con los niimeros complejos

2 = X i
R* — C, — X + iy
y

induce la orientacion estandar de R?. En esta orientacion la
rotacion por el dangulo +90° es la multiplicacion escalar con i:

C: R?> — R? v»—>0_1v




Q>




Una curva regular en el plano R? es una aplicacién suave

x(u
X: U— R u+— X(u) = (u)
y(u)

definido en un intervalo abierto U C R, tal que para todo u € U:

dX ) = x'(u)
o - (1)

) =

DA
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Definicién (Curvas regulares en R?)

Una curva regular en el plano R? es una aplicacién suave
x(u

X: U— R ur+— X(u) = (u)

y(u)

definido en un intervalo abierto U C R, tal que para todo u € U:

LIV )
E(u) — X( ) T <y/(u)> ?é 0

Definicién (Mapeo de GauB asociado)

El mapeo de GauB asociado a una curva regular X : U — R? es:

X'(u)
N:U — S' c R? ur— C——2
| X' (u) |




Sea X : U — R?, u+— X(u), una curva regular in R.

X<t U xR — R?

Sea N: U — S, ur— N(u), sumapeo de GauB asociado.

Entonces podemos definir la curva extendida Xt de la curva X:

(u,t) — X(u) + tN(u)

DA
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Definicién (La curva extendida)
Sea X : U —R2 u+— X(u), una curva regular in R?.
Sea N: U — S, u+— N(u), su mapeo de GauB asociado.

Entonces podemos definir la curva extendida Xt de la curva X:

X UxR — R% (u,t) — X(u) + tN(u)

Ejemplo (Una curva regular)

Consideramos la curva regular:

1.3, 1
4u+2u

X: ]1=-3,+3[— R, u+— |5,
su” —4u




L> Nornmal i ze: =(v)->eval n(v/sqrt(v[1]"2+v[2]"2)):

L> X =vector ([u"3/4+u/2,ur3/2-4*u]):

> N =eval n(matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):

> plot([seq([op(convert(eval m( X+t/6*N),list)),u=-3..3],t=0..0)],
-5..5,-5..5,col or=[ green$0, bl ue, green$0] , axes=none) ;




L> Nornmal i ze: =(v)->eval n(v/sqrt(v[1]"2+v[2]"2)):
L> X =vector ([u"3/4+u/2,ur3/2-4*u]):
> N =eval n(matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):
> plot([seq([op(convert(eval m(X+t/6*N),list)),u=-3..3],t=-1..1)],

-5..5,-5..5,col or=[ green$l, bl ue, green$l], axes=none) ;

DA



> Nornmalize:=(v)->eval n(v/sqrt(v[1]"2+v[2]"2)):

> X =vector ([u”r3/4+u/2,ur3/2-4*u]):

> N =eval m{matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):

> plot([seq([op(convert(eval m( X+t/6*N),list)),u=-3..3],t=-2..2)],

-5..5,-5..5,col or=[ green$2, bl ue, green$2] , axes=none) ;

DA



;> Nor mal i ze: =(v) - >eval n{v/sqrt (v[1]"2+v[2]"2)):

> X =vector ([u”r3/4+u/2,ur3/2-4*u]):

> N =eval m{matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):
> plot([seq([op(convert(eval m( X+t/6*N),list)),u=-3..3],t=-3..3)],
-5..5

..5,-5..5,col or=[ green$3, bl ue, green$3], axes=none) ;

=

]
it




;> Nor mal i ze: =(v) - >eval n{v/sqrt (v[1]"2+v[2]"2)):

> X =vector ([u”r3/4+u/2,ur3/2-4*u]):

> N =eval m{matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):
> plot([seq([op(convert(eval m(X+t/6*N),list)),u=-3..3],t=-4..4)],
-5..5,-5..5,col or=[ green$4, bl ue, gr een$4] , axes=none) ;

u]
v
a
]
a
it




;> Nor mal i ze: =(v) - >eval n{v/sqrt (v[1]"2+v[2]"2)):
L> X =vector ([u"3/4+u/2,ur3/2-4*u]):

> N =eval m{matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):
> plot([seq([op(convert(eval m( X+t/6*N),list)),u=-3..3],t=-5..5)],
-5..5

..5,-5..5,col or=[ green$5, bl ue, green$5] , axes=none) ;

DA



;> Nor mal i ze: =(v) - >eval n{v/sqrt (v[1]"2+v[2]"2)):
L> X =vector ([u"3/4+u/2,ur3/2-4*u]):

> N =eval m{matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):
> plot([seq([op(convert(eval m(X+t/6*N),list)),u=-3..3],t=-6..6)]
-5..5

..5,-5..5,col or=[ green$6, bl ue, green$6] , axes=none) ;

DA



;> Nor mal i ze: =(v) - >eval n{v/sqrt (v[1]"2+v[2]"2)):
L> X =vector ([u"3/4+u/2,ur3/2-4*u]):

> N =eval m{matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):
> plot([seq([op(convert(eval m(X+t/6*N),list)),u=-3..3],t=-7..7)]
-5..5

..5,-5..5,col or=[ green$7, bl ue, green$7], axes=none) ;

DA



;> Nor mal i ze: =(v) - >eval n{v/sqrt (v[1]"2+v[2]"2)):
L> X =vector ([u"3/4+u/2,ur3/2-4*u]):

> N =eval m{matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):
> plot([seq([op(convert(eval m(X+t/6*N),list)),u=-3..3],t=-8..8)]
-5..5

..5,-5..5,col or=[ green$8, bl ue, green$s] , axes=none) ;

DA



:> Nor mal i ze: =(v) - >eval m(v/sqrt (v[ 1] ~2+v[2]"2)):
> X:=vector ([u”3/4+u/ 2, ur3/2-4*u]):

L> N =eval m(matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(nmap(diff,X u))):
> plot([seq([op(convert(eval m{(X+t/6*N),list)),u=-3..3],t=-9..9)]
-5..5,-5..5,col or=[ greens$9, bl ue, green$9] , axes=none) ;

DA



:> Nor mal i ze: =(v) - >eval m(v/sqrt (v[ 1] ~2+v[2]"2)):
> X:=vector ([u”3/4+u/ 2, ur3/2-4*u]):

[> N =eval n{matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):
> plot([seq([op(convert(eval m(X+t/6*N),list)),u=-3..3],t=-10..10)]
-5..5,-5..5,col or=[ green$10, bl ue, green$10] , axes=none) ;

DA



:> Nor mal i ze: =(v) - >eval m(v/sqrt (v[ 1] ~2+v[2]"2)):
> X:=vector ([u”3/4+u/ 2, ur3/2-4*u]):

[> N =eval n{matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):
> plot([seq([op(convert(eval m(X+t/6*N),list)), u=-3..3],t=-11..11)]
-5..5,-5..5,col or=[ green$l1, bl ue, green$11], axes=none) ;

DA



:> Nor mal i ze: =(v) - >eval m(v/sqrt (v[ 1] ~2+v[2]"2)):
> X:=vector ([u”3/4+u/ 2, ur3/2-4*u]):

[> N =eval n{matrix([[0,-1],[1,0]])& Normalize(map(diff,X u))):
> plot([seq([op(convert(eval m(X+t/6*N),list)), u=-3..3],t=-12..12)]
-5..5,-5..5,col or=[ green$12, bl ue, green$12] , axes=none) ;

DA
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Observacién (Valores singulares de la curva extendida)

Lo mas cerca la singularidad de la curva extendida
(u, t) — X™(u, t)
en que no es un difeomorfismo, es al punto X(u) = X(u, 0),
jlo mds torcida es la curva en X(u)!

Entonces una buena definicion de la curvatura de una curva es

curvatura (principal) de la curva en X(u) = ——

donde t € R es la distancia de X(u) a la imagen X®™'(u, t) del
punto singular (u, t) de la curva extendida X®**, en que no es un
difeomorfismo.




Sea X : U — R? una curva regular con curva extendida
Xext .

UxR — R?

(u, t) — X™(u, t)
Si X®* no es un difeomorfismo en un punto (u, t) € U xR

curvatura (principal) de la curva en X(u) = ——

DA
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Definicién (Curvatura de una curva regular)

Sea X : U — R? una curva regular con curva extendida
X UxR — R% (u,t) — X™Yu, t)
Si X®** no es un difeomorfismo en un punto (u, t) € U x R:

1

curvatura (principal) de la curva en X(u) = — ;

Periodos

Nota (La curvatura de una curva es bien definida)

En seguida vamos a probar, que para cada u € U existe por lo
mds un t € R, tal que X*** no es un difeomorfismo en (u, t).

Si para u € U existe ningun t € R, tal que X es singular en
(u, t), entonces la curvatura iguala 0 en u € U.
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Problema (; Que hacemos en el caso de superficies?)

Para definir las curvaturas principales de una superficie ¥ C R3
necesitamos eligir una parametrizacion X : U — ¥ de una
vecindad de un punto p € ¥ y un mapeo de GauB3 asociado

N: U— S c R® (u,v) — N(u, v)

que satisface las dos propiedades:
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Problema (; Que hacemos en el caso de superficies?)

Para definir las curvaturas principales de una superficie ¥ C R3
necesitamos eligir una parametrizacion X : U — ¥ de una
vecindad de un punto p € ¥ y un mapeo de GauB3 asociado

N: U— S c R® (u,v) — N(u, v)

que satisface las dos propiedades:

@ N(u,v) tiene norma 1 en todo punto (u,v) € U.
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Problema (; Que hacemos en el caso de superficies?)

Para definir las curvaturas principales de una superficie ¥ C R3
necesitamos eligir una parametrizacion X : U — ¥ de una
vecindad de un punto p € ¥ y un mapeo de GauB3 asociado

N: U— S c R® (u,v) — N(u, v)

que satisface las dos propiedades:
@ N(u,v) tiene norma 1 en todo punto (u,v) € U.

@ N(u,v) es ortogonal a los vectores tangenciales:

Periodos
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Definicién (Espacio tangente de una superficie)
El espacio tangente T,¥ de una superficie ™ C R3enp € ¥

T = spanR{g);(u,v), gx(u,v)} 2 {N(u,v)}L

v

no depende de la parametrizacién regular X : U — ¥ de una
vecindad de p elegida y es de dimensidn dos, ya que los vectores

o0X oX
) v e )

son linealmente independientes. En particular la linea
complementaria R N(u,v) = ( T, )= C R® generada por
N(u, v) es completamente determinada por ¥.

jAsi la condicion que tenga norma 1 determina N(u, v) salvo signo!
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Nota (Ambigiiedad del mapeo de GauB)
iSi N : U— S? es un mapeo de GauB asociado a una
parametrizacion X : U — ¥ C R3, entonces

-N: U — S§® c R} (u,v) — —N(u, v)
es también un mapeo de GauB!

Entonces todas las definiciones, que usan el mapeo de GauB3 en una
manera no trivial tendran una ambigiiedad inherente, que viene de
la ambigliedad del mapeo de Gaub.

Esta ambigiiedad no existié en R? gracias a la orientacién estandar
de R? y el hecho que cada curva es automaticamente orientada del
pasado al futuro.
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Lema (Existencia de un mapeo de GauB)

Para toda parametrizacion regular X : U — ¥ de una superficie
> existe un mapeo de GauB N asociado suave. Una construccion
del mapeo de GauB lo define cémo la composicién

N := normalizar o N~

del mapeo de GauB3 aproximado N¥

oX oX
U — R\ {0}, (u,v)HE(u,v)xE(u,v)

donde x es el producto cruz en R3, con la normalizacién:

normalizar : R3 \ {0} — s? vV —s ﬁ
v

Periodos




Sea X : U — ¥ C R3 una parametrizacion regular de una
superficie ¥ en R3 y N : U — S? un mapeo de GauB asociado.

Definimos el mapeo extendido X®** como antés:

X<t UxR — R3

(u,v,t) — X(u,v)+tN(u,v)




Superficies Curvaturas Principales Teorema Egregio Variacién del Area Enneper—WeierstraB Periodos

Definicién (El mapeo extendido por superficies)

Sea X : U — X C R3 una parametrizacion regular de una
superficie ¥ en R3 y N : U — S? un mapeo de GauB asociado.
Definimos el mapeo extendido X' como antés:

X UxR — RS, (u, v, t) — X(u,v)+tN(u,v)

Definicién (Curvaturas principales de una superficie ¥)

Sea X : U — ¥ C R3 una parametrizacion regular de una
superficie ™ CR3 y N : U — S? un mapeo de GauB asociado.

Para todo punto (u,v) € U existen por lo mds dos tiempos
t1, to € R, tal que X' no es un difeomorfismo en (u, v, t,).

Las curvaturas principales ki, ko € R de la superficie ¥ en un
punto p = X(u, v) son inversamente proporcional a estos tiempos:
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Ejemplo (Curvaturas principales de la esfera S?)

Sea X : U — S? C R3 una parametrizacién regular de una parte
de la esfera S? del radio r > 0. Podemos eligir el mapeo de GauB

N: U — S° (u,v)r—>1X(u,v)

r

por que el vector X(u, v) es ortogonal a los dos vectores %)5 (u,v)

3% %—)‘f(u, v). El mapeo extendido de la parametrizacion X
t
X*: UxR — RS, (uyv,t) — (1 + =) X(u, v)
r
solamente falta de estar un difeomorfismo por 1 + % = 0, es decir

t = —r. Entonces las curvaturas principales en cada punto de la
esfera S? son igual a %
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Observacién (%—'L\l’ y %—"\/’ son vectores tangenciales)

De su definicién el vector normal N(u,v) € S? tiene norma 1 en
todo punto (u, v) € U, entonces obtenemos

10 T N

5 30 (N(u, v)" N(u, v)) = 0 = N(u,v) —u(u, v)

y con el mismo argumento N(u, v)T%—"\/’(u, v) = 0, es decir:
ON ON

E(U, V) y E(U, V) & sz
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Lema (Rango de la matriz jacobiana I)

La matriz jacobiana & diferencial DX®*(u, v, t) del mapeo
extendido X®** en un punto (u,v,t) € U x R es dado por:

Gr(u,v) + t5Hu,v) Gi(u,v) + t57(u,v) N(u,v)

En particular el rango de la matriz jacobiana es igual a:

X N 00X N
rango DX™*(u,v,t) = 1+dim spanR{ ?9[1+t?9L/’ ?9\/+tgv }
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Enneper—WeierstraB

Lema (Rango de la matriz jacobiana I)

La matriz jacobiana & diferencial DX®*(u, v, t) del mapeo
extendido X°** en un punto (u,v,t) € U x R es dado por:

?9_)5(”’ v) + ALl

Sy (U, V) %—)‘f(u, v) + tON

5y (U, V) N(l;, v)

En particular el rango de la matriz jacobiana es igual a:

X N o0X N
rango DX®'(u,v,t) = 1+dim spanR{ 3_u+t(9_ 8 d

OX | 0N
0 ou’ dv  dv J
jPara calcular las curvaturas principales de una superficie & en un

punto X(u,v) € X necesitamos matrices y dlgebra lineal!

Periodos

[m]

4
5
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Definicién (Primera y segunda forma fundamental)

Sea X : U — R3 una parametrizacion regular de una superficie
Y C R3. Para cada punto p = X(u,v) de ¥ definimos las
matrices 3 X 2

DX(u,v) = %(u,v) %—)‘f(u,v)
DN(u, v) = %—'l\ll(u,v) %—C’(u,v)

y la primera y segunda forma fundamental de ¥ en p:

I(u,v) = DX(u,v)" DX(u, v)
I(u,v) = DX(u,v)" DN(u, v)

Periodos
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Observacién (Primera forma fundamental)

En una parametrizacion X regular los vectores %X (u,v) y 8‘/ X(u,v)
son linealmente independientes por todos (u,v) € U. Entonces
DX(u, v) tiene rango 2 y la primera forma fundamental I(u, v) es
simétrica y definida positiva, en particular I(u, v) es invertible.
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Observacién (Primera forma fundamental)

En una parametrizacion X regular los vectores %X (u,v) y av X(u,v)
son linealmente independientes por todos (u,v) € U. Entonces
DX(u, v) tiene rango 2 y la primera forma fundamental I(u, v) es
simétrica y definida positiva, en particular I(u, v) es invertible.

Corolario (Rango de la matriz jacobiana II)

El rango de la matriz jacobiana DX®**(u, v, t) del mapeo extendido
Xt en un punto (u,v,t) € U x R se puede calcular como:

rango DX®**(u, v, t)
= 1 + rango[ DX(u, v) + tDN(u, v) ]
1 + rango[/(u, v) + tl(u, v)]
= 3 — dimker [idax2 + t17(u, v)II(u, v) |




Sea X : U — ¥ C R3 una parametrizacion regular de una

superficie * C R3 y I(u,v) y ll(u,v) la primera y segunda forma
fundamental de * en un punto (u,v) € U:

DA
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Teorema (Curvaturas principales de una superficie X))

Sea X : U — ¥ C R3 una parametrizacion regular de una
superficie ¥. C R3 y I(u,v) y ll(u,v) la primera y segunda forma
fundamental de * en un punto (u,v) € U:

@ La primera forma fundamental |(u, v) es simétrica, definida
positiva e invertible.
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Teorema (Curvaturas principales de una superficie X))

Sea X : U — ¥ C R3 una parametrizacion regular de una
superficie ¥. C R3 y I(u,v) y ll(u,v) la primera y segunda forma
fundamental de * en un punto (u,v) € U:

@ La primera forma fundamental |(u, v) es simétrica, definida
positiva e invertible.

e La segunda forma fundamental ll(u, v) es simétrica.
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Teorema (Curvaturas principales de una superficie X))

Sea X : U — ¥ C R3 una parametrizacion regular de una
superficie ¥. C R3 y I(u,v) y ll(u,v) la primera y segunda forma
fundamental de * en un punto (u,v) € U:

@ La primera forma fundamental |(u, v) es simétrica, definida
positiva e invertible.

e La segunda forma fundamental ll(u, v) es simétrica.

@ El llamado operador de forma o aplicacion de Weingarten
S(u,v) = 17w, v) li(u, v)

es diagonalizable.
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Teorema (Curvaturas principales de una superficie X))

Sea X : U — ¥ C R3 una parametrizacion regular de una
superficie ¥. C R3 y I(u,v) y ll(u,v) la primera y segunda forma
fundamental de * en un punto (u,v) € U:

@ La primera forma fundamental |(u, v) es simétrica, definida
positiva e invertible.

e La segunda forma fundamental ll(u, v) es simétrica.

@ El llamado operador de forma o aplicacion de Weingarten
S(u,v) = 17w, v) li(u, v)

es diagonalizable.

@ Las curvaturas principales de ¥ en X(u,v) € ¥ son
exactamente los valores propios de la aplicacion de
Weingarten S(u, v) con multiplicidades.




Superficies Curvaturas Principales Teorema Egregio Variacién del Area Enneper—WeierstraB Periodos

Nota (;Por que la aplicacién de Weingarten es diagonalizable?)

Para demostrar que S = 11 Il es diagonalizable aplicamos un
teorema de Algebra Lineal famoso y bien interesante.

Por razones historicos y su importancia en la teoria de
movimientos de cuerpos solidos se llama el Teorema de inercia.

En los libros sobre dlgebra lineal en general solamente tratan el
caso especial A = idy,xm del teorema general formulado en
seguida, jsin embargo ésta asumpcion adicional no facilita la
demostracion en ninguna manera!




Superficies Curvaturas Principales Teorema Egregio Variacién del Area Enneper—WeierstraB

Teorema (Teorema de inerca o Teorema de Sylvester)

Sean A y B matrices simétricas m X m con coeficientes reales, y

sea A ademds definida positiva, es decir que para todo x € R™ n

cero es verdad que x” Ax > 0. Entonces A es invertible y la
matriz S := A~! B es diagonalizable.

Ademds podemos elegir una base de vectores propios
Vi, ..., Vm € R™ de S con valores propios ki, ..., km,
que es una base A—ortonormal en el sentido:

(0]

Periodos
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Ejemplo (Curvaturas principales de la grafica de una funcién 1)

Recordamos que la grafica ¢ C R3 de una funcién suave
f: R> — R, (u,v) —> f(u,v), tiene una parametrizacion global:

u
X: R — % C R (u,v)+r— v
f(u, v)

Pensamos un rato para adivinar un mapeo de GauB asociado:

1 du

V1+ | grad f|? ov

N: R — S2 (u,v)+—
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Ejemplo (Curvaturas principales de la grafica de una funcién I1)

1 0
DX(u,v) = 0 1
9E(u,v) Gh(u,v)
2 2
1 8auafu(u’ V) at?/c;u(u’ V)
DN = 2f O2f

+ términos de poca importancia (j por que?)

) = <1+ p(uv) Golu,v)  Gh(u,v) G, V)>

gc(u v) gZ(u v) l—i-m(u, )gc(u v)

RFf 2 f
<1 (y, v u, v
I, v) = 1 (aua 2 ) avaul )>

I(u,

V14 |gradf |? 2

2
auav(” v) aavafv(“aV)
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Ejemplo (Curvaturas principales de la grafica de una funcién 1)

En un punto critico (u,v) € R2 de la funcién f, en donde el
gradiente grad f = 0 se anula, la primera y segunda forma
fundamental estan dados por:

W v) = <(1) 2)

2 0
8(?1(’)fu(u’ V) 8(?/82(”’ V)

2 2
aauafv(uv V) ﬁ(uv V)

H(u,v) =

En este sentido la segunda forma fundamental es una
generalizacion de la matriz hessiana de una funcién en un punto
critico. En particular la grafica ¥¢ C R3 de la funcidn

1 1
f(u,v) = Eau2 4 Ebv2

con a, b € R tiene curvaturas principales a, b en el origin 0 € X ¢.

Periodos




Una isometria del espacio euclidiano R? es una aplicacién
p, g € R3? cualesquiera:

® : R3 — R3, que preserva la distancia entre dos puntos

distgs( (p), ®(q))

|®(p) — ®(a)| = Ip—ql

distgs( p, q)

DA
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Definicién (Isometrias de R3)

Una isometria del espacio euclidiano R? es una aplicacién
o : R — R3, que preserva la distancia entre dos puntos
p, g € R3? cualesquiera:

distgs( ®(p), ®(q)) = [®(p) — ®(a)| = |p -4l
= diStR3( P, q )

Periodos

Lema (Clasificacién de Isometrias)

Toda isometria ® : R3 — R3 de R3 es de la forma
d(p) = Ap + a

con una matriz ortogonal A € Mat3x3R, que satisface
ATA = ids.3, y un vector de translacién a € R3.
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Observacién (Superficies e isometrias)

Sea ¥ C R3 una superficie y ®(p) = Ap+ a una isometria de R3.
Ademds sea X : U — R3 una parametrizacién regular de la parte
X(U) C X de la superficie.

Entonces la imagen de ¥ bajo ® es una superficie ®(X) C R3y
AX+a: U — R}  (u,v) — AX(u,v) + a

es una parametrizacion de la parte ®( X(U) ) de ésta superficie.

Sea ademds N : U — S? un mapeo de GauB asociado a X,
entonces el mapeo AN : U — S? es un mapeo de GauB asociado
a la parametrizacion regular AX + a.
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Observacion (Invarianza bajo isometrias)

Consideramos una isometria ®(p) = Ap + a de R3 con una matriz
ortogonal A y un vector de translacion a € R3. Sea X : U — R3
una parametrizacion regular de una superficie ¥ C R3. Entonces
tenemos por la parametrizacion regular AX + a de la superficie
®(X) C R3 con mapeo de GauB AN asociado:

D(AX + a)(u,v) = ADX(u,v)
D(AN)(u, v) = ADN(u,v)

Asi la primera y segunda forma fundamental de ®(X) estan:

I®(u,v) = D(AX + a)T(u,v) D(AX + a)(u,v)
= DX'(u,v) é\T’A DX(u,v) = I(u,v)
=id3x3

H®(u,v) = D(AN)T(u,v) D(AN)(u,v) = l(u,v)

Es decir, que la aplicacién de Weingarten S® = S no ha cambiado.



Superficies

Curvaturas Principales

Teorema Egregio Variacién del Area

Enneper—WeierstraB

Observacién (Invarianza bajo reparametrizacién )

Sea X : U — R3 una parametrizacién regular de una superficie
Y C R3 y sea ¢ un difeomorfismo

0: U0 — U, (a,v) — (u, v)
entre los abiertos U y U de R2. Entonces la composicién
u % RS

X: 0% (i, V) — X(id, )

es otra parametrizacion regular de la misma parte X(0) = X(V)
de ¥.. La regla de cadenas aplicada a X = X o ¢ asegura que:

oX

..y O0X ou, . . oX ov, . .
50 i, v) = 8u(u,v)aﬁ(u,v) + 6V(u,v)6ﬁ(u,v)
oX, . . oX ou, . . oX ov, . .
av(u,v) = %(u,v)%(u,v) + E(u,v)%(u,v)

Periodos
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Observacién (Invarianza bajo reparametrizacién Il)
Entonces el espacio tangencial en el punto p = X(u,v) = X(i, V)

0X 0X
Tp = SPaHR{ E(ua v), E(ua v) }

! oxX, . .. OX, . .
= SpanR{ %(U, V)7 E(u’ V) }

no depende de la parametrizacion elegida para ¥. En particular

N: 0% u SR (4,0) — N(a, ¥)
es una aplicacién de GauB para X, donde N : U —s S? es una
aplicacion de GauB para X.
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Observacién (Invarianza bajo reparametrizacién Ill)
En términos de la matriz Jacobiana invertible del difeomorfismo ¢

ko - (B0 B00)

(4, 7) gl

la regla de cadenas calculada antes se puede escribir en la forma

( )
( )

donde de segunda férmula sigue de la analogia entre X = X o ey
N = No . Entonces la primera y segunda forma fundamental [ y

i para X estdn dados por:

) = J
) = J

=3
<?
=)
<

) 9

QJ‘Q? Q)‘QJ
Q)‘QJ @‘Qv
<< <ideg

i< S

=t
<2
=t
<

9 I

D
D

) = DX(u,v)J(d,
) = DN(u,v)J(4d,

= X
S &

<
S &
<t

<t

L) I(u, v)J(d, ©)
)T (u, v)J(i, )

S &
<t
S

)

= —;
—
<t
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Observacién (Invarianza bajo reparametrizacién IlI)

En consecuencia los valores propios de la primera forma
fundamental no define un concepto, que no depende de la
parametrizacion, por que los valores propios de I(u,v) y I (a,7)
son diferentes en general.

Por la misma razén los valores propios de Il(u, v) tampoco nos
sirven para definir un concepto geometricamente interesante.

Sin embargo la aplicacion de Weingarten si se cambia

UM
—~
j=i]
I
/N
(.
—
e
<
N
-~
—~~
£
<
N
—
—~
S
<t
SN—r
N—r
L
(.
—~~
£
<
N
\1
=
—~~
=
<
N—r
(.
—
e

. 7)
= J(G,v)"! ( 1w, v) "L 01 (u, v) ) I, )

por una conjugacion bajo reparametrizacion, por eso las dos
matrices S(i, V) y S(u, v) tienen los mismos valores propios con
exactamente las mismas multiplicidades.

Periodos
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Teorema (Universalidad de graficas)

Sea X : U — R3 una parametrizacién regular de una parte X(U)
de una superficie ¥ C R3. Para todo punto p € X (u v) existe
una isometria ® de R3 y una reparametrizacion ¢ : V — V de
una vecindad V' de (u,v) en U, tal que la parametrizacion regular

X = b o Xop: Vv — R3

es la grdfica de una funcién f : V. — R. Ademds podemos
asumir que (0,0) € V es un punto critico para la funcién f y la
imagen de este punto critico es X(0,0) = ®(p) = 0.

Entonces la invarianza de las curvaturas principales nos dice que
las curvaturas principales de > en p son exactamente los valores
propios de la matriz Hessiana de la funcion f en su punto critico.
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Definicién (Curvatura media y curvatura de GauB)

Sean ki y ko las curvaturas principales de una superficie ¥ en un
punto p € ¥.. Entonces la curvatura media H y la curvatura de
GauB k en p € ¥ son definidos como:

H = k + k k = ki ko

Si cambiamos el mapeo de GauB N ~~ —N, entonces las
curvaturas principales cambian el signo k; ~ —ki, ko ~ —ko. En
particular la curvatura media H cambia signo también, pero k no.
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Definicién (Curvatura media y curvatura de GauB)

Sean ky y ky las curvaturas principales de una superficie ¥ en un
punto p € ¥.. Entonces la curvatura media H y la curvatura de
GauB k en p € ¥ son definidos como:

H = k + k k = ki ko

Si cambiamos el mapeo de GauB N ~~ —N, entonces las
curvaturas principales cambian el signo k; ~ —ki, ko ~ —ko. En
particular la curvatura media H cambia signo también, pero k no.

v

Definicién (Superficies minimales y superficies CMC)
Una superficie ¥ C R3 se llama minimal, si su curvatura media

H = 0 se anula en todo punto p € ¥.

Mds general podemos estudiar superficies ¥. C R3 de curvatura
media constante, tambien llamadas superficies CMC, donde la
curvatura media H no depende del punto p € %.




El Teorema Egregio

«O>» «Fr «=)r « =) = Q>



El teorema egregio es un teorema fundamental de la geometria

Riemanniana y junto con el teorema de GauB—Bonnet es el logro lo

mas importante de la geometria diferencial de finales del siglo 19.

DA
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Teorema (Teorema egregio |)

La curvatura de GauB k de una superficie ¥ C R3, es decir el
producto de los dos valores propios de la aplicacion de Weingarten
S = I7Lll, se puede calcular sin conocer la segunda forma
fundamental Il solamente de la primera forma fundamental.

Mads preciso el teorema dice, que se puede calcular el valor de la
curvatura de GauB de una superficie ¥ C R3 con parametrizacién
regular X : U — R3 en p = X(u, v) solamente de los valores de
los coeficientes de la primera forma fundamental

o) = (i) o)

y de sus primeras y segundas derivadas parciales con respecto a
u, v en (uv) e U.
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Teorema (Teorema egregio Il)

En términos de los llamados simbolos de Christoffel definidos por

Cwa(u, v) =

1/ Ol I Al
z(au(, ) = S, v) + (. v))

para indices pu, v, A € {u, v} cualesquiera la férmula explicita,
pero bastante incomprensible, para la curvatura de GauB es:

1 1 8%l N 9?1, 1 8%l
det / 2 Ou? Oudv 2 Ov?
1

 det?/

< + /vv ruu, u rvv, u - Ivv ruv, u
- luv I_uu, u rvv, v
- /vu I-uu, v I_vv, u + Ivu I_uv, v
r

+ /uu ruu,v w,v /uu ruv,v
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Nota (Idea de la demostracién)

Para demostrar el teorema egregio necesitamos dos lemas técnicos,
que no son particularmente dificil que demostrar. Sin embargo
ambos lemas tienen un interés independiente del teorema egregio.

El primer lema extiende la identidad de Parseval para bases
ortonormales E1, ..., E;, de R™, es decir la igualdad

(X, Y) = S(X (B )
pn=1

para todo X, Y € R™, a bases generales de R™.

El segundo lema da una interpretacion geométrica a los simbolos
de Christoffel definidos antes.
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Lema (Identidad de Parseval 1)

Sea Ei, ..., E,, una base general de R™, no necesariamente una
base ortonormal con respecto al producto escalar estandar

(, ): R™"xR™— R. La matriz de Gram asociada a ésta basis
es la matriz m x m simétrica y definida positiva:

G11 Glm <E1, E1> <E1, Em>

Gml Gmm < Ema El > < Ema Em>

Asi mismo sean G los coeficientes de la matriz inversa G™1 en
renglon p, columna v. Para cualquier A, B € R™ es verdad que:

<A7B>: Em:GMV<A’E#><EmB>
pu,v=1
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Demostracién (Identidad de Parseval I1)
Para empezar definimos {(, )) : R3 x R3 — R por:

m

(A B) = > G"(A E)(E,B)

v =1

Se verifique facilmente que ((, )) es una forma bilineal y simétrica,
por que G~ es una matriz simétrica como G. Entonces el
problema se reduce a demostrar {(, ) = (, ). Encontramos

(A E) = S 6" (A E)(E, B)
pu,v=1

= Y (X 66 ) (A E)

pn=1 v=1
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Demostracién (Identidad de Parseval Ill)

Pero la suma interior iguala por definicion 0 o 1, mds preciso:

m
Z G G, = coeficiente de G G en renglon 1, columna A
v=1
1 = A
0 p# A
Entonces concluimos para todo A € R y A = 1,... ., m:

<<A, EA» = i5u=A<A7 Eu> = <A7 E/\>
=1

Ambos lados de ésta identidad son lineales en sus argumentos, asi
la identidad se queda verdad para cualquier combinacion lineal
B € R™ de los vectores de la base Eq, ..., En. O
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Lema (Simbolos de Christoffel I)

Consideramos una parametrizacion regular X : U — R3 de una
superficie ¥ C R3. Los coeficientes de la primera forma
fundamental | := DX DX asociada son productos escalares

o v) = (i ) S ()

para todos indices i, v € {u, v }. De manera similar definimos
los simbolos de Christoffel para indices u, v, A\ € {u, v} como:

9?X X
rMV,)\( u, V) = < 8#81/(“’ V)7 a(ua V) >

Los simbolos de Christoffel se puede calcular de las primeras
derivadas de los coeficientes de la primera forma fundamental:

1<a/VA G 8%)

M : -
A =509 x| v

Periodos
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Demostracién (Simbolos de Christoffel I1)

Esta demostracién es una calculacion simple basada en la regla de
Leibniz para el producto escalar estandar ( , ) en R3

0 0A 0B
— (A B) = (==, B A =
(A B) = (5. B)+ (A

todo index i € {u, v} y todas aplicaciones suaves A, B de U a
R3. Asi obtenemos para cualquier indices ji, v, A € {u, v}

QO L XX XX
o oudv’ O\ OudN Ov
L OX0X X OX
ox oNOu’ Ov OOV’ Ou
oy PX  oX PX  oX
o T Yaay ! T Cavan o !

y tomando la suma verificamos la férmula para T, x. O
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Demostracién (Teorema egregio IlI)

En un primer paso usamos la regla de Leibniz por el producto
escalar (, ) para reformular la definicion de la segunda forma
fundamental en una manera, que hace su simetria evidente:

I = DXT DN
_ <<‘?§,%’L’> <%f,%’$’>>

(%5, 98 (55, 49
v Ou v’ Ov
2 2
1 o <<88u§u’N> <8(?/()9<U’N>>

— 2 2
(oo N) (5ger V)

ovov’

De hecho N es ortogonal a %—f 3% %—)V( y por eso por ejemplo:

(X N 90X 92X 02X
Ov’ Ou

%<W’ >_<8U8V’N> - _<8u8v’N>

Periodos
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Demostracién (Teorema egregio V)

En el segundo paso recordamos que la curvatura de GauB es el
producto de los dos valores propios de la aplicacion de Weingarten
S := 171, es decir su determinante. Usando la multiplicatividad
del determinante obtenemos una primera simplificacion:

K = det</—1//)

et
 det
1 92X 92X
det / (<8u8u7 ) ’8v8v>
02X 92X
B <8u6v’ ) ’8v6u>>
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Demostracién (Teorema egregio V)
Ahora la idea esencial es utilizar la identidad de Parseval para
cambiar ambos productos escalares (A, N) ( N, B) a cosas mds

)

manejables. La matriz de Gram de la base N, %—)5, %—)‘f es igual a:
1 0 O
G = |0 Il Ly
0 IVU IVV
asi su inverso es dado por:
1 0 0
-1 — Ivv Iuv
G = [0+t —ad
IVU IUU
0 — 37 i

Periodos
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Demostracién (Teorema egregio VI)

Entonces la identidad de Parseval asegura para A, B € R3 que:

deutV/<A’E v
w1t A g 1B )
witA g 1B g

Aparentemente podemos resolver ésta identidad para los productos
escalares ( A, N) (N, B) que nos interesan para las parejas:

(A, B)Y = (A N)(N, B) +

+

2 2 2 2
(52w vae) (5cav 3v2e)
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Demostracién (Teorema egregio VII)

Tomando la interpretacion geométrica de los simbolos de
Christoffel
oy = { o, X
T A )

en cuenta obtenemos una primera version del teorema egregio:

1 ( ( PX X ( PX 02X >>
~ det ! Oudu’ v ov Oudv’ dvou
1
— + /vv ruu ulvw,u — Ivv ruv u rvu u
det?/ ( T T

r

— dwTun,ulTw,v + lw Tuv,u T,y
r + Ivu ruv7 v rvu7 u
r r

+ /uu ruu,v w,v /uu ruv,v vu,v)

Periodos
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Demostracién (Teorema egregio VIII)

Para acabar con la demostracién del teorema egregio falta aplicar
la regla de Leibniz dos veces para calcular las segundas derivadas
parciales de los coeficientes de la primera forma fundamental:

_ 82/”“ — _2< °X 87X>_2<827X 87X>
Ov dv Oududv’ Ov Oudv’ dudv
0?1y, 13X oX 92X oX

25y = T2\ guguov ov’) t > Guvw Bvav!

Oudvov’ Ou Oudv’ Oudv
Pl PX  oX ?PX  oX
- Quou <8u8v8v’ E> B <M’ m>

Por un milagro todos los términos, que involucran tercera derivadas
de X, se cancelan en la suma final, que es exactamente dos veces
el término que nos faltaba para demostrar el teorema egregio. [




La Variacion de Area

«O>» «Fr «EZr «E)» =] Q>
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Pregunta (Mi pregunta favorita para confundir estudiantes)
; Que es la diferencia entre una aplicacion y una funcion?
Advertencia: La respuesta refleja mi opinion, aunque creo que una

gran mayoria de matematic@s son conscientes, por lo menos
intuitivamente, de la diferencia sutil entre los dos conceptos.

jUds. tienen todo el derecho rechazer mi opinion, pero no lo hagan
antes de pensarlo bien!
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Pregunta (Mi pregunta favorita para confundir estudiantes)
; Que es la diferencia entre una aplicacion y una funcion?
Advertencia: La respuesta refleja mi opinion, aunque creo que una

gran mayoria de matematic@s son conscientes, por lo menos
intuitivamente, de la diferencia sutil entre los dos conceptos.

jUds. tienen todo el derecho rechazer mi opinion, pero no lo hagan
antes de pensarlo bien!

Nota (Desgraciadamente...)

Todos los libros bdsicos escritos originalmente en espafiol usan las
palabras aplicacion y funcién sin discriminacién. Por cierto es no es
el caso en libros basicos escritos en inglés o en aleman, o que son
traducidos de estas lenguas.
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Definicién (Aplicaciones y mapeos)

Una aplicacion, tambien llamado un mapeo, es un triple
e = (A B, T)
de conjuntos con I C A x B, que satisface el siguiente axioma:
Para cualquier a € A existe un y solamente un b € B tal que
(a,b) € T

El conjunto A se llama el dominio, el conjunto B el codominio y el
conjunto I la grafica de la aplicacion . Ademas b se llama la
imagen de a bajo @ y se suele escribir la declaracion en la forma:

pv: A — B, a+—— b




Una funcién es una aplicacion f : A — K, tal que

jSu codominio K es un campo, digamos R o C,

o por lo menos un anillo asociativo y conmutativo con 1 como 7!

«O» «F»r « =

Er «E>»

DA
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Definicién (Funciones)
Una funcion es una aplicacion f : A — K, tal que
iSu codominio K es un campo, digamos R o C,

o por lo menos un anillo asociativo y conmutativo con 1 como 7!

Nota (Algebras de Funciones)

El aviso decisivo de ésta definicion de una funcion es, que

jSiempre podemos sumar, restar y multiplicar funciones!

Al contrario aplicaciones arbitrarias solamente podemos componer.
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Definicién (Funciones)
Una funcion es una aplicacion f : A — K, tal que
jSu codominio K es un campo, digamos R o C,

o por lo menos un anillo asociativo y conmutativo con 1 como 7!

.

Nota (Algebras de Funciones)

El aviso decisivo de ésta definicion de una funcion es, que
jSiempre podemos sumar, restar y multiplicar funciones!

Al contrario aplicaciones arbitrarias solamente podemos componer.

Definicién (Funcionales)

Un funcional es una funcion f : A — K, tal que:

jSu dominio A es un conjunto de aplicaciones!



extremos, minimos 6 maximos, de un funcional, en nuestro
caso el funcional del drea.

o E/ Calculo de Variaciones se trata del problema de determinar

DA
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Nota (Calculo de Variaciones)

@ El Calculo de Variaciones se trata del problema de determinar
extremos, minimos 6 maximos, de un funcional, en nuestro
caso el funcional del drea.

e El problema es, que los argumentos de un funcional no son
puntos en R™, sino aplicaciones. En nuestro caso por ejemplo
son las parametrizaciones X de una superficie ¥ C R3.
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Nota (Calculo de Variaciones)

@ El Calculo de Variaciones se trata del problema de determinar
extremos, minimos 6 maximos, de un funcional, en nuestro
caso el funcional del drea.

e El problema es, que los argumentos de un funcional no son
puntos en R™, sino aplicaciones. En nuestro caso por ejemplo
son las parametrizaciones X de una superficie ¥ C R3.

@ Los funcionales, que se puede tratar con el Cdlculo de
Variaciones, tienen en comtdn, que sus definiciones
inevitablemente involucran una integracion.




Superficies Curvaturas Principales Teorema Egregio Variacién del Area Enneper—WeierstraB Periodos

Nota (Calculo de Variaciones)

@ El Calculo de Variaciones se trata del problema de determinar
extremos, minimos 6 maximos, de un funcional, en nuestro
caso el funcional del area.

e El problema es, que los argumentos de un funcional no son
puntos en R™, sino aplicaciones. En nuestro caso por ejemplo
son las parametrizaciones X de una superficie ¥ C R3.

@ Los funcionales, que se puede tratar con el Cdlculo de
Variaciones, tienen en comtdn, que sus definiciones
inevitablemente involucran una integracion.

e FEl gradiente de una funcién utilizado en el calculo cldsico para
encontrar puntos criticos es remplazado en el Cdlculo de
Variaciones con la variacion del funcional estudiado.
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Nota (Calculo de Variaciones)

@ El Calculo de Variaciones se trata del problema de determinar
extremos, minimos 6 maximos, de un funcional, en nuestro
caso el funcional del area.

e El problema es, que los argumentos de un funcional no son
puntos en R™, sino aplicaciones. En nuestro caso por ejemplo
son las parametrizaciones X de una superficie ¥ C R3.

@ Los funcionales, que se puede tratar con el Cdlculo de
Variaciones, tienen en comtdn, que sus definiciones
inevitablemente involucran una integracion.

e FEl gradiente de una funcién utilizado en el calculo cldsico para
encontrar puntos criticos es remplazado en el Cdlculo de
Variaciones con la variacion del funcional estudiado.

@ Esta variacion se anula en un punto critico como el gradiente
en el calculo clasico.
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Observacién (Area de un paralelogramo en R3)

El drea del paralelogramo P(v,w) generado por dos vectores
v, w € R3 en el espacio se puede calcular utilizando la férmula:

Area” P(v, w) = |v|?|w]|? sin®Z(v, w)
= JvIPIwl? = IvI®Iwl? cos® Z(v, w)
[vI>fw]? = (v, w)?

() (27)




Recordamos que la primera forma fundamental fue definida asi
5 p—

(5 5 (55

(u,v) = DX(u,v)TDX(u,v) (@ 2 (2 i>)
v’ Ou Jdv ' Ov
det I(u, v)

= Area2 P ( %8

), 5w )

Entonces es verdad que
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Nota (La primera forma fundamental)

Recordamos que la primera forma fundamental fue definida asi:

(5 %) (5 5% >)
Ou’ Ou Ou’ Ov

<8X 6X> <8X 8X>

I(u,v) = DX(u,v)"DX(u,v) = (
ov>’ du dv’ v

Entonces es verdad que:

¢ 2 oX oX
det I(u, v) = Area P< au(u, v), W(u, v))

Definicién (Area de una superficie)

Dado una parametrizacién X : U — ¥ C R3 de una parte de una
superficie ¥ C R3 y un subconjunto compacto K C U el drea de
la parte compacta X(K) C X de la superficie es definido como:

Area X(K) = /\/detl(u,v)dudv
K
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Definition (Variacién de una superficie)

Sea ¥ C R3 una superficie. Una familia (X:)ee v, de superficies
Y. ¢ R3

parametrizada por un parametro de variacién ¢ € Uy C R en un
intervalo abierto Uy > 0 se llama una variacién de ¥, si y
solamente si X9 = X y existen aplicaciones suaves

X: Ux Uy — RS, (u,v,e) — X(u,v,e)

que son parametrizaciones regulares comtnes de todas las
superficies en la familia en el sentido que para cada ¢ € U fijo la
aplicaciéon suave especializada

X.: U — R (u,v) — X(u,v,e)

es una parametrizacién regular de la superficie ¥, C R3.
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Observacién (Variacién del area |)

Sea (. )cey, una variacién de la superficie ¥ = Yo C R3 y X
una parametrizacion comun para todas las superficies de la
variacion con especializacion:

X.: U — ¥, c RS (u,v) — X(u, v, e)

Ademds sea I.(u, v) la primera forma fundamental de ¥ en un
punto (u,v) € Uy K C U un subconjunto compacto, entonces:

vdet I.(u, v)dudv
=0

d

, d
L Area x(k) = [
ge|__Area X(K) /de

€
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Observacién (Variacién del drea |)

Sea (. )cey, una variacién de la superficie ¥ = Yo C R3 y X
una parametrizacion comun para todas las superficies de la
variacion con especializacion:

X.: U — ¥, c RS (u,v) — X(u, v, e)

Ademds sea I.(u, v) la primera forma fundamental de ¥ en un

punto (u,v) € Uy K C U un subconjunto compacto, entonces:

a4 Area X.(K) = /
K

de e=0

d

de

Vdet I.(u, v)dudv

e=0

Periodos

Problema (;Que es la derivada del determinante?)

jPara hacer algun progreso debemos calcular la derivada del
determinante de la primera forma fundamental I.(u,v) de X!




d. <a(s) b(e)>
de c(e) d(e)

o (-I—d(e) —b(s)) (a’(&:) b’(e))]
—c(e) +ale) c(e) d(e)

«O>» «Fr «=)r « =) = Q>
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Lema (Derivada del determinante I)

9 et (a(g) b(€)> = tr <+d(5) —b(€)> (a’(s) b(e)
de c(e) dle) —c(e) +a(e)) \c(e) d'(e)

Periodos

)

Observacién (Matriz de cofactores y matriz inversa)

La matriz de cofactores o la matriz de adjuntos de una matriz

a b
A = ( ) € Matg X 2R
c d

es la matriz:

Acofactor . _ <+d _b) = (detA)A_l
—c +a

La dltima igualdad asume que la matriz original A sea invertible.
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Teorema (Derivada del determinante I1)

Sea A: Uy — MatmxmR, € — A(e), una aplicacion
diferenciable con valores en las matrices reales m x m.

La derivada de la funcién inducida e — det A(c) ene = 0 es:

4}
e=0
d A)
e=0

de
La ultima igualdad es solamente verdad, si A(0) es invertible.

d

el el
de e=0

det A(e) = tr < A( 0)cofactor I

= det A(0) tr ( A(0)7!




d
de — det I.(u, v)

_ det I(u, v)
2/det I(u, v)

d
_1_
tr[/(u,V) dsgzols(u,v)]
= %tr<l(u,v)_1 d

—_ _O/€(U, V)) \/m

de

‘o m

Tl
i
v
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Corolario (Variacién del raiz del determinante)

det I.(u, v)

e=0
det I(u, v) d

= tr [l( u, v) Tt —
2y/det I(u, v) de

= ;U(I(u,v)_l is_ols(u,v)) det I(u, v)

I-(u, v)]

€
e=0

Nota (Curvatura media H es una traza)

De su definicién la curvatura media H, en un punto p = X(u, v)
de una superficie ¥ C R3 es la suma de las dos curvaturas
principales en p, es decir la suma de los dos valores propios de la
aplicacién de Weingarten S(u,v) = I(u,v)~t ll(u,v):

H(u,v) = tr (I(u,v)_1 H(u, v))
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Corolario (Variacién del &rea IlI)

Sea (. )cey, una variacién de la superficie ¥ = Yo C R3 con
parametrizacion regular comin X y especializacion:

X U — X, (u,v) — X(u, v, e)

Ademds sea I.(u, v) la primera forma fundamental de ¥, en un
punto (u,v) € Uy K C U un subconjunto compacto. Entonces:

Area X.( K)

e=0

1 d
_ / -1 *
2 /}(tr( (u,v) de

de

(u, v)> vdet I(u,v)dudv
5:0
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Nota (Variaciones normales de superficies |)

Una construccion elegante para obtener variaciones de una
superficie ¥ C R3 usa la aplicacién extendida

Xt UxR — RS, (u,v, t) — X(u,v) + tN(u,v)

asociada a una parametrizacion regular X : U — X de una parte
de Y. Elegimos un compacto K € U y un intervalo abierto
Uo C R simétrico sobre 0 € Uy tan chiquito, que

rango DX™(u, v, t) = 3

para todo (u, v) € Kyt € Uy. Ademds elegimos una funcién
suave f : U — R con soporte en K y acotado | f| < 1.
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Definicién (Variaciones normales de una superficie II)

Sea X : U — R3 una parametrizacion regular de ¥ C R3,
ademds sea K C U un compacto y f : U — R suave con soporte
en U y acotado | f | < 1. Finalmente sea Uy C R un intervalo
abierto simétrico sobre 0 € Uy, tal que para (u,v) € Kyt € Up:

rango DX™(u, v, t) = 3
La variacion normal de ¥ asociada es la familia de superficies
Y. = X(U) U (z \ X(U))
con parametro € € Uy, en donde:

X(u,v) = X(u,v,e) = X*(u,v,ef(u,v))
= X(u,v) + ef(u, v)N(u, v)




Superficies Curvaturas Principales Teorema Egregio Variacién del Area Enneper—WeierstraB Periodos

Lema (Variacién de la primera forma fundamental)

Para cualquier variacion normal (X; ). ¢y, de una superficie
Y C R3 asociada a una funcién f : U — R calculamos la matriz

DX.(u,v) = DX(u,v) + ef(u, v)DN(u, v)
+ eN(u, v)(grad f)"(u, v)

usando (grad f)7T (u,v) := (%(u, v) %(u, v)). En particular:

I(u, v)
= DX(u,v)" DX(u, v)

+ e DX(u,v)" [f(u, v)DN(u, v) + N(u, v)(grad f)7 (u, v)}

-
4= & [f(u, v)DN(u, v) 4+ N(u, v)(grad ) (u, v)} DX(u,v)

+ 0(€?)
= I(u,v) + 2ef(u, v)II(u, v) + O(e?)
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Teorema (Variacion del area Ill)

Sea (. )ec y, una variacion normal de una superficie ¥ C R3
asociada a una funcién f : U — R acotada | f| < 1 con soporte
compacto K C U.

La variacion del area bajo ésta variacion normal es dado por:

de | _

= /f(u,v)tr(l( “Ti(u, v )) Vdet I(u, v)dudv
K

-~

= H(u,v)

Area X.( K )
0
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Teorema (Variacion del area Ill)

Sea (. )ec y, una variacion normal de una superficie ¥ C R3
asociada a una funcién f : U — R acotada | f| < 1 con soporte
compacto K C U.

La variacion del area bajo ésta variacion normal es dado por:

de | _

= /f(u,v)tr(/(u v i(u, v )) Vdet I(u, v)dudv
K

=H(u,v)

Area X.( K )

Corolario (Superficies minimales y variacién del drea)

Si una superficie ¥ C R3 tiene un punto p € ¥ con curvatura
media H, # 0 diferente a cero, entonces existe una variacion
normal (X;):cy, de X con drea mds pequefio.
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Demostracién (Superficies minimales y variacién del area)

Sea p € X un punto, donde la curvatura media H, # 0 es
diferente a 0. Entonces podemos eligir una parametrizacion

X : U — X de una vecindad X(U) C X de p y un mapeo

N : U — S? de GauB asociado, tal que la curvatura media H, en
el punto p es positiva.

In consecuencia existe una vecindad V' C U de X~(p), tal que la
curvatura media H > Q es positiva en V. Por toda funcién suave
f . U — R con soporte en un subconjunto compacto K C V, f
acotado | f| < 1 y no identicamente igual a 0, obtenemos bajo la
variacion normal ( X; )ec y, asociada:

i Area X.( K )

e=0

= /f(u,v)H(u,v) vdet I(u, v) dudv > 0
TS >0

>0
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Nota (Lema de Du Bois—Reymond)

La demostracion del corolario es un argumento muy caracteristico,
esencialmente el mismo argumento aparece en casi toda aplicacion
del Calculo de Variaciones.

jAsi el corolario es un caso particular del llamado Lema de Du
Bois—Reymond o

Lema Fundamental del Cdlculo de Variaciones!




Parametrizacion de
Enneper—Weierstral3
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Nota (Bosquejo de la idea de Enneper—\WeierstraB)

@ La idea principal de Enneper—Weierstral3 es de utilizar la
relacion fuerte entre geometria conforme y geometria
compleja en dimensién dos. En dimensiones mds altas que dos
no quedan ni trazas de ésta relacion.
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Nota (Bosquejo de la idea de Enneper—\WeierstraB)

@ La idea principal de Enneper—Weierstral3 es de utilizar la
relacion fuerte entre geometria conforme y geometria
compleja en dimensién dos. En dimensiones mds altas que dos
no quedan ni trazas de ésta relacion.

@ La parte lo mas técnica en la construccion de
Enneper—\WeierstraB establece, que toda superficie ¥ C R3
tiene parametrizaciones conformes.
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Nota (Bosquejo de la idea de Enneper—\WeierstraB)

@ La idea principal de Enneper—Weierstral3 es de utilizar la
relacion fuerte entre geometria conforme y geometria
compleja en dimensién dos. En dimensiones mas altas que dos
no quedan ni trazas de ésta relacion.

@ La parte lo mas técnica en la construccion de
Enneper—\WeierstraB establece, que toda superficie ¥ C R3
tiene parametrizaciones conformes.

@ La relacién entre geometria conforme y geometria compleja
convierte el problema de existencia de parametrizaciones
conformes al problema de existencia de una funcién holomorfa
no—trivial. La existencia de funciones holomorfas para
geometrias complejas fue estudiada por Riemann.
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Nota (Bosquejo de la idea de Enneper—\WeierstraB)

@ La idea principal de Enneper—Weierstral3 es de utilizar la
relacion fuerte entre geometria conforme y geometria
compleja en dimensién dos. En dimensiones mas altas que dos
no quedan ni trazas de ésta relacion.

@ La parte lo mas técnica en la construccion de
Enneper—\WeierstraB establece, que toda superficie ¥ C R3
tiene parametrizaciones conformes.

@ La relacién entre geometria conforme y geometria compleja
convierte el problema de existencia de parametrizaciones
conformes al problema de existencia de una funcién holomorfa
no—trivial. La existencia de funciones holomorfas para
geometrias complejas fue estudiada por Riemann.

@ Finalmente se demuestre que el diferencial de una
parametrizacion conforme de una superficie minimal es una
aplicacion holomorfa de la superficie a la cuddrica.
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Definicién (Definicién clasica de funciones holomorfas)

Seaf: U— C, z+—— f(z), una funcién de una variable
compleja z = u+ iv 6 de sus partes u, v € R reales y imaginarias
definida en un subconjunto abierto U C C.

La funcion f se llama complejamente diferenciable en un punto
z € U, si el siguiente limite existe

independiente de la manera, cémo h € C* converge en los
nimeros complejos sin cero a0 € C.

Una funcion f : U — C se llama holomorfa, si y solamente si es
complejamente diferenciable en cada punto z € U.




En la literatura espanola las funciones holomorfas se llaman en
general funciones analiticas. Esta convencion causa varias

problemas, ya que por el resto del mundo matematico una funcion
analitica es otra cosa.
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Nota (Funciones analiticas)

En la literatura espafiola las funciones holomorfas se llaman en
general funciones analiticas. Esta convencién causa varias
problemas, ya que por el resto del mundo matematico una funcion
analitica es otra cosa.

Aunque la definicién de funciones holomorfas es en su texto casi
identico a la definicién de funciones diferenciables, jel concepto de
holomorficidad es de hecho muchisimo mas fuerte que el concepto
de diferenciabilidad.

La razén por ésta discrepancia es, que en los niimeros reales sin
cero R* hay esencialmente dos maneras para converger a 0 € R,
de la izquierda 6 de la derecha, mientras en los nimeros complejos
sin cero C* se pueda converger en muchisimas maneras a 0 € C.

iInvestigamos las consecuencia de ésta observacion!
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Observacién (Derivadas parciales de una funcién holomorfa)

Si una funcién f : U — C definida en un abierto U C C es
complejamente diferenciable en z = u + iv, entonces es
parcialmente diferenciable con respecto a los componentes reales
u, v € R de z.

Mas preciso es verdad, que:

%(u—}—/y) = tlérﬁg* f(Z—Ft)t— f(Z) — f‘/(z)
t—0
g(u+ v) = lim flz+it) = #(2)
ov teR* t
t—0
o flz+ Il‘.) — f(z) _ if(2)
teR* It
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Definicién (Calculo de Wirtinger)
Cada funcién holomorfa f : U — C definida en un abierto
U c C es parcialmente diferenciable con respecto a los

componentes reales u, v € R de z = u+ iv y satisface las
ecuaciones basicas del Calculo de Wirtinger:

of 1 /o0f . Of /
=) = 7 (g - i) = @)
of 1 (0f Of

5(2) = 2<8u(z)+18v(z)) =0

Las llamadas derivadas de Wirtinger son los operadores
diferenciales:

L - HE-R) A -

9z 2

ou : ov




Superficies Curvaturas Principales Teorema Egregio Variacién del Area Enneper—WeierstraB Periodos

Teorema (Ecuaciones de Cauchy—Riemann)

Si al reves una funcion f : U — C definida en un abierto U C C
es continuamente parcialmente diferenciable con respecto a los
componentes reales u, v € R de z = u+ iv y satisface las
ecuaciones de Cauchy—Riemann para todo z € U

of
5(2) =0

entonces f es una funcién holomorfa. Esta ecuacion se llama
ecuaciones, por que se escribe normalmente en términos de dos
ecuaciones por la parte real y imaginaria de f.

Asi"mismo una funcién continuamente parcialmente diferenciable
f: U—> C en un abierto U C C se llama una funcién
anti—holomorfa, si y solamente si para todo z € U:

of
&(Z) = O
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Ejemplo (Filosofia del Calculo de Wirtinger)
La funcion z : C — C, u+ iv — u + iv, es holomorfa, pero la
funcionz : C — C, u+ iv — u — iv, es anti—holomorfa:

0z 0z 0z
5(U,V)—1—£(U,V) £(U7V)—O—E(U>V)

En consecuencia es facil calcular a% y % por todo polindmio, toda
funcion racional y muchas funciones mas en z y Z, por que las
derivadas de Wirtinger satisfacen las mismas reglas de suma,
producto y cadenas como las derivadas verdaderas % 3% %:

%(25 + 32°Z) = 5z* + 622 %exp(z) = exp(z)
8%(25 + 3227z) = 322 %exp(z) =0
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Observacién (Funciones holomorfas y geometria conforme)

Curiosamente el concepto de funciones holomorfas es fuertemente
relacionado con la geometria conforme en dimension dos.

Grosso modo la geometria conforme es el estudio de aplicaciones
lineales entre espacios vectoriales, que preservan el angulo entre dos
vectores cualesquiera no ceros, pero no necesariamente su norma.
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Observacién (Funciones holomorfas y geometria conforme)
Curiosamente el concepto de funciones holomorfas es fuertemente
relacionado con la geometria conforme en dimension dos.

Grosso modo la geometria conforme es el estudio de aplicaciones
lineales entre espacios vectoriales, que preservan el angulo entre dos
vectores cualesquiera no ceros, pero no necesariamente su norma.

Definition (Productos escalares)

Un producto escalar en un espacio vectorial V' sobre los niimeros
reales es una forma simétrica bilineal

g: V xV — R, (viw) — g(v, w)

que es definida positiva g(v,v) > 0 para cada v € V no cero.
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Ejemplo (Productos escalares en R™)

Los productos escalares en R™ son en biyeccion con las matrices
G € Maty,xmR simétricas y definidas positivas.

Mas preciso la aplicacion bilineal g asociada a G es definido por:
g: R™ x R" — R, (viw) — v Gw
Asi la matriz id,x m corresponde al producto escalar estandar:

|
LT
(v, w) == vpwg + vawa + ... + VW = V' w
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Definition (Angulos entre vectores)

Sea g: V x V — R un producto escalar en un espacio vectorial
V sobre los niimeros reales.

La demostracién usual de la desigualdad de Cauchy-Schwarz para
el producto escalar estandar en R® o mas general en R™ establece,
palabra por palabra, la desigualdad de Cauchy—-Schwarz para un
producto escalar g. Es decir, que para dos vectores v, w € V

lg(v,w)| < Ve(v,v)g(w,w)

con igualdad, si y solamente si v y w son linealmente dependientes.

En analogia al caso del producto escalar estandar (, ) se define el

angulo entre dos vectores v, w € V no ceros con respecto a g por:

cos (v, w) = glv, w) e [-1, +1]

Ve(v,v)g(w, w)

Periodos
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Definicién (Estructuras conformes)

Como consecuencia de la definicion del angulo entre dos vectores
no ceros observamos que no necesitamos todo un producto escalar
para definir angulos, sino una estructura conforme.

Una estructura conforme en un espacio vectorial V' sobre R es una
clase de equivalencia [ g de productos escalares g, donde dos
productos escalares son declarados equivalentes, si y solamente si
son multiplos por algun factor real positivo F € R*:

g ~ g = g = Fg
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Ejemplo (Estructuras conformes estdndares)

Los productos escalares estandares en R? y R3 inducen estructuras
conformes estandares [idax2] y [idzx3] en R? y R3.

Asi"mismo los niimeros complejos, visto cémo un espacio vectorial
C sobre R, tienen una estructura conforme estandar representada
por el producto escalar g : C x C — R, (z, w) — Re(zw).
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Definicién (Aplicaciones conformes)

Una aplicacion conforme entre espacios vectoriales V' .y W con
estructuras conformes [gy | y [gw | respectivamente es una
aplicacion lineal ¢ : V — W no identicamente cero, que preserva

L(p(v), p(0)) = Z£(v, 7)

el dangulo entre todos vectores v, V € V con p(v) # 0 # ¢(V).
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Definicién (Aplicaciones conformes)

Una aplicacion conforme entre espacios vectoriales V' .y W con
estructuras conformes [gy | y [gw | respectivamente es una
aplicacion lineal ¢ : V — W no identicamente cero, que preserva

L(p(v), p(0)) = Z£(v, 7)

el dangulo entre todos vectores v, V € V con p(v) # 0 # ¢(V).

Lema (Caracterizacién de aplicaciones conformes)

Una aplicacion lineal ¢ : V. — W entre espacios vectoriales sobre
R con estructuras conformes [gy ]| y [gw ] es conforme, si y
solamente si existe un F € R™, tal que para todo v, V € V:

gw(p(v), ¢(V)) = Fav(v, ?)

jEn particular cualquier aplicacion conforme @ es inyectiva!
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Nota (Orientaciones)

En general necesitamos el concepto de orientaciones para fijar un
signo = en una férmula.

No vamos a definir, que cosa precisa es una orientacion, lo tinico
que importa para nosotros es, que todo espacio vectorial sobre los
nidmeros reales R tiene exactamente dos orientaciones distinctas.
Si o = +o0 es una de ellas, entonces escribimos —o por la otra.

jEs solamente notacion!

Ademds los espacios vectoriales estandares C, R?, R3 tienen
orientaciones estandares, que denotaremos oc, Op2 etc.
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Lema (Funciones holomorfas y geometria conforme I)

Una estructura compleja en el espacio vectorial R? sobre R es una
aplicacién lineal C : R?> — R?, que cuadra a C?> = —idoyo.

Hay una biyeccion candnica entre el conjunto de todos las
estructuras complejas y el conjunto de todas las estructuras
conformes orientadas en R?

C —> ([G], o)

caracterizada por las ecuaciones:

CTG+GC =0 o = (sgn(y)ope
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Lema (Funciones holomorfas y geometria conforme II)

En férmulas ésta biyeccion candnica entre estructuras complejas y
estructuras conformes orientadas en el espacio vectorial R? sobre R
es dado en una direccion por

¢ — ([idaa + CTC], (580 Gor) 02 )
y en la otra direccion por:
a b 1 —b —c
(G I 2x) = 7= %)

El criterio de Hurwitz asegura que a > 0 y ac — b> > 0, por que

b

L a b .. .. .
la matriz simétrica o) e definida positiva por asumpcion.
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Ejemplo (La estructura compleja estandar)

La estructura compleja estandar C : R> — R?, que usamos para
definir la curvatura de una curva, jrecuerdan?, corresponde a la
estructura conforme representada por producto escalar estandar:

0 -1 10

<—> 9
1 0 0 1) | °®




Regresamos a superficies en R3.

DA



Regresamos a superficies en R3.

jDespertad, se acabo el receso!

DA
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Definicién (Cuddrica)
La cuadrica compleja en dimensién 3 es el conjunto de todos los
vectores en el espacio vectorial C3 de “norma” igual a cero:

7
Q3 = 7 Z+2+2Z2=0 c ¢?

Z3
Se nota que el gradiente (2z1, 2zp, 2z3) de la condicion
A R N

solamente se anula en la singularidad 0 € Q3, por eso Q* \ {0}
es una variedad compleja suave de dimension 2.

Esta variedad es difeomorfo al producto Cartesiano de R™ con el
espacio real proyectivo Q3 \ {0} = R* x RP3. jEsperan!

Periodos
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Observacién (Interpretacién de la cuddrica 1)

Cada vector Z € Q3 en la cuddrica compleja se descompone

z; Rez; Im z;
Z = Z ReZ = Re z» ImZ = Im z
z3 Re z; Im z3

en sus partes reales y complejas tomado en componentes.
Entonces Re Z y Im Z son dos vectores en R3, que son ortogonales
de la misma norma, por que la condicion 212 + z22 + zg = 0 implica:

= |ReZ|? — |ImZ|?
= 2(ReZ, Im2Z)

Re(z? + 22 + 232) =
Im(z2 + 22 + 22) =

0
0
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Lema (Interpretacion de la cuddrica Il)

La cuddrica compleja Q® C C3 en dimension 3 es en biyeccion
candnica con el conjunto de aplicaciones R—lineales conformes de
C considerado como espacio vectorial sobre R de dimension 2 a R3
con respecto a sus estructuras conformes estandares

v: Q) {0} = { ¢: C— R3 | ¢ R-lineal, conforme }

via

V. Z s (W: C— R, A Re()\Z))
es decir pz(1) := ReZ y pz(i) := —Im Z. En particular la
aplicacion inversa manda una aplicacion R—lineal y conforme ¢ a:

U p) = o) —ip(i) € @

Se nota que (1), ¢(i) € R3 estdn vectores ortogonales de la
misma norma para cualquier aplicacién conforme v : C — R3.




de una superficie ¥ C R3.

La idea principal de la construccién de la parametrizacion de
Enneper—WeierstraB es de considerar parametrizaciones conformes

DA
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Teorema (Existencia de parametrizaciones conformes)

Para cada punto p € ¥ de una superficie ¥ C R3 existe un
abierto U C C y una parametrizacion regular X : U — R3 de
una vecindad X(U) de p en ¥, jque es una parametrizacion
conforme!

Identificamos por de mientras z = u+ iv con el tuplo (u,v) € R?
para calcular la primera y segunda forma fundamental de X.

La asumpcién de conformidad dice, que la primera forma
fundamental de ¥ en la parametrizacion regular X es un un
multiplo de ida«» con una funcién suave positiva £ : U — R:

&(u,v) 0

/(U,V) = g(uav)id2><2 = 0 f(U V)
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Corolario (Parametrizacion de Enneper—WeierstraB Il)

Sea X : U — R3 una parametrizacion conforme de una parte de
una superficie ¥ C R3. Entonces las dos columnas 2% (u,v) y

ou
%—)‘f(u, v) de la matriz 3 x 2

DX(u,v) = %(u,v) %(u,v)

son dos vectores ortogonales de la misma norma +/f(u,v) en cada
punto (u, v) € U. Asi podemos remplazar DX con la aplicacion:
5 oxX oX oX

3 -7 =
% - u— Q°, (u,v) — 8u(u,v) I@v(u’v)
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Lema (Lema técnico central I)

Sea X : U — R3 una parametrizacién conforme regular de una
superficie ¥ C R3. Entonces el operador de Laplace

0? 0?
A= (52 * 5)
aplicado componente por componente a X resulta en
1
(AX)(u,v) = Etrl(u, v)H(u, v)N(u, v)
donde H: U — R es la curvatura media y N el mapeo de GauB

elegido para calcularlo.

En particular la parte X(U) de la superficie ¥ C R3 es minimal, si
y solamente si todos los tres componentes de X son funciones
arménicas U — R, de que hablé Salvador Pérez Esteva.
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Demostracién (Lema técnico central I1)

Sea X : U — R3 una parametrizacién conforme y

 (&(u,v) 0
(u,v) = ( 0 §(u,v)>

su primera forma fundamental con ¢ : U — R™. Recordamos de
la demostracion del teorema egregio, que los simbolos de
Christoffel se puede calcular de los coeficientes de |

0?X 0X
r,uzz,)\( u, V) = < m(u? V)7 a(uv V) >
1 0y Ol Dl
= 2<8M("’) oy V) + ay(”"’))

para cualquier indices p, v, A\ € {u, v}.
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Demostracién (Lema técnico central 1l1)

Asi podemos verificar, que AX es ortogonal a 2%

Enneper—WeierstraB

y a en todo

punto (u,v) € U. De hecho calculamos por %)5
X
~(AX(, V), (1))
02X 92X oX

=

= ruu,u(ua V) + rvv,u(ua V)
1 0¢ 1 0¢

auau(u7 V) + M(uv V)7 a(u’ V) >

= 28, T2, =0

ax
y el argumento por

AX(u,v) € {8X X u,v) }L

a(u’ V)? E(

es muy similar y por eso omitido. Asi:

RN(u, v)

Periodos




Superficies Curvaturas Principales Teorema Egregio Variacién del Area Enneper—WeierstraB Periodos

Demostracién (Lema técnico central 1l1)

Recordamos ahora que la curvatura media H(u, v) en un punto
(u,v) € U es la suma de los dos valores propios de la aplicacion
de Weingarten S(u,v) = I(u,v) l(u,v), es decir su traza.
Usando la regla de Leibniz para ( , ) calculamos:

1
5 tr/(u, v) H(u,v)

-1
- g(u,v)tr(<5(“dv) 5(1?,\/)) DX(u,v)TDN(u,v)>

= { aa);(u, v), aall\j(u, v) ) + ( ?;\f(ua v), ((99/\\/1(% v))
a , X 9%X
= 3 { E(u7 v), N(u,v) ) — ( W(U, v), N(u,v) )

o  0X X
T E< W(uu V)7 N(u’ V) > - < W(u’ V)’ N(U, V) >

o
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Demostracién (Lema técnico central 1V)

Al otro lado N es por construccio’n en todo punto de U ortogonal a
los dos derivadas parc:ales Y av , s decir las dos funciones

oX oX

se anulan en todo U. Entonces concluimos eventualmente:
AX(u,v) = (AX(u, v), N(u,v) ) N(u,v)

trl(u, v) H(u, v) N(u, v)

N =




4 __,-2) g _ 1(£+,2)
2\ Ju ov 0z = 2\ 0u ov
es que factorizan al operador de Laplace:
32
A = —4
0z 0z

Una ventaja particular de las derivadas de Wirtinger
o 1 < 0
0z =

DA
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Nota (Calculo de Wirtinger)

Una ventaja particular de las derivadas de Wirtinger

a—t_,@v

0 1,0 .0 0o 1,0 o,
dz 2 ( du v ) 0z 2 ( )
es que factorizan al operador de Laplace:

82
—4 0z 0z

A =

Corolario (Superficies minimales y aplicaciones holomorfas)

Una superficie Y. C R3 es una superficie minimal, si y solamente si
la diferencial

0X . oX .0X

57 U — Q3 u—{—lv»—)E(u,v)—lW(u,v)
de una parametrizaciones regular conforme X : U — R3 es una
aplicacion holomorfa de U a la cuadrica Q3 c C3.
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Lema (Parametrizacién espinorial de la cuddrica 1)

Una propiedad interesante de la cuddrica Q3 en dimension tres es
que tiene una parametrizacion “espinorial” en el sentido que la
aplicacion holomorfa de variedades complejas es sobreyectiva:

N 2(a?+5%)
v: C?\ {0} — Q*\ {0}, g = iaf
i(0? - )

Ademds todo elemento de Q3 \ {0} tiene exactamente dos
preimagenes, que se distinguen solamente en un signo.
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Lema (Parametrizacién espinorial de la cuddrica 1)

Una propiedad interesante de la cuddrica Q3 en dimension tres es
que tiene una parametrizacion “espinorial” en el sentido que la
aplicacion holomorfa de variedades complejas es sobreyectiva:

N 2(a?+5%)
v: C?\ {0} — Q*\ {0}, g = iaf
i(0? - )

Ademds todo elemento de Q3 \ {0} tiene exactamente dos
preimagenes, que se distinguen solamente en un signo.

Corolario (Cuadrica y espacio real proyectivo)

En consecuencia Q3 \ {0} es difeomorfo al producto Cartesiano
de Rt con el espacio real proyectivo RP3 = S3/.i4:

Q\ {0} ¢ (Rt xS*)/1;q = Rt x RP?
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Demostracién (Parametrizacién espinorial de la cuddrica Il)

Consideramos un vector en C? y su imagen en C3 bajo V:

o z1 z1 = %(Oz2 + 52)
(U 5 — |z |, = Z = iaf
z3 zz = 5(a?-p?)

La imagen es un elemento de la cuddrica Q3, si y solamente si
2 2 2 _ . . _ . \2
zi + 2z +z3 = 0 <= (za—izn)(atin) = (—izn)
—_—
=2 :ﬂz

pero la tltima ecuacidn se reduce a la tautologia o3> = (a3)2.
Entonces W manda C2\ {0} de hecho a la cuddrica Q3.
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Demostracién (Parametrizacién espinorial de la cuddrica I11)

Para construir una preimagen de un elemento de la cuddrica

z;
Z = Z> c Q@ \ {0}

Z3
usamos la misma versién de la condicién que define Q3. Sean

a = *t+/z3 — iz3 b = £/z1 + iz3

entonces es una preimagen de Z, si elegimos los dos signos

Q
B
de tal manera que a8 = —izp. Aparente eso es posible, por que

por definicién es verdad que a?f% = (—iz)?. O
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Corolario (Parametrizacién de costumbre de la cuddrica)

Desgraciadamente los textos sobre la parametrizacion de
Enneper—WeierstraB suelen usar una parametrizacion un poquito
diferente para la cuadrica:

f e

f
Viod : C x (C\{0}) — Q3 — ifg
g if 1—2g2

Después de sustituir f = o® y g = g la parametrizacion de
costrumbre W ,,,q es igual a la parametrizacion espinorial V.

Sin embargo nos queda un problema con la singularidad de la
parametrizacion de costumbre en o = 0, es decir en el
subconjunto {z; = izz} N Q3 de la cuddrica.

Periodos




Superficies Curvaturas Principales Teorema Egregio Variacién del Area Enneper—WeierstraB Periodos

El Problema de los Periodos



Dado un camino v en C, es decir una aplicacion diferenciable
v [to, 1] — C, t — ~(t), y una funcién f : C — C la
integral compleja de f a lo largo de vy es:

/yf(w)dw

= [ o) 3t o
tp "~

eC

eC

DA
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Definicién (Integral compleja a lo largo de un camino)

Dado un camino v en C, es decir una aplicacion diferenciable
v [to, 1] — C, t — ~(t), y una funcién f : C — C Ia
integral compleja de f a lo largo de y es:

/f(w)dw - /tlf(w(t))q'/(t) dt
K EE

v

También hay una integral completamente diferente, que se llama
integral de camino y se denota mds é menos igual: es:

t1
[roniaw = [ (@)1 d
2 to
En general las dos integrales tienen absolutamente nada de ver en
comun, y es el placer de los profesores de verificar, si o sino sus
estudiantes comprendieron ya la diferencia.
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Teorema (Integral compleja de funciones holomorfas)

Sea F : U — C una antiderivada holomorfa de una funcién
holomorfa f en el sentido ?le:(z) = f(z) y g—;(z) = 0. Entones la
integral compleja de f a lo largo de v : [ty, t1] — U satisface:

/f(w)dw = F(x(t)) - F(x(1))
i

En particular la integral compleja solamente depende del punto
inicial y(to) y final (t1) de .
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Teorema (Integral compleja de funciones holomorfas)

Sea F : U — C una antiderivada holomorfa de una funcién
holomorfa f en el sentido ?le:(z) = f(z) y g—;(z) = 0. Entones la
integral compleja de f a lo largo de v : [ty, t1] — U satisface:

/f(w)dw = F(x(t)) - F(x(1))
i

En particular la integral compleja solamente depende del punto
inicial y(to) y final (t1) de .

Ejemplo

Sea v : [to, t1] — C* un camino en C, entonces

dw
— = Inv(t1) — ln~y(t)

’YW

por que %( Iy=0y 8%(1112) = 1. jAlgo estd estrafio!




El problema en el ultimo ejemplo es que la funcién

1
en todo del C, sino solamente en C* = C\ {0}. ;Por dios, como

Z no es definida
puede un camino 7y en C* tener nota del pequefio hueco en {0}?

DA
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Problema (EI problema de periodos)

El problema en el ultimo ejemplo es que la funcién % no es definida

en todo del C, sino solamente en C* = C\ {0}. ;Por dios, como
puede un camino -y en C* tener nota del pequefio hueco en {0}7?

Teorema (La integral compleja de funciones holomorfas)

Sea f : U — C una funcion holomorfa definida en un abierto
UcCy~: [to,t1] — U C C un camino en U. Entonces la
integral compleja de f a lo largo de ~y solamente depende de la
clase de homotopia de ~y en el espacio de caminos 7 : [ty, t1] — U
con punto inicial %(ty) = ~(to) y punto final 7(t1) = ~(t1) fijos.
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Definicién (Periodos de la integral compleja)

Sea f: C\ S — C una funcién holomorfa definida en C salvo un
subconjunto discreto S C C. Los valores de la integral compleja de
f a lo largo de caminos 7y : [ty, t1] —> C\ S con y(t1) = ~(to) se
llaman los periodos de f.

Lema (Aditividad de los Periodos)

Como antes sea f : C\ S — C una funcion holomorfa definida en
C salvo un subconjunto discreto S C C. Los periodos de f
pertenecen al subgrupo N\ C C aditivo engenerado de los periodos
de los caminos 7s : [0,27] — C\ S, t —> s+ re't, pors € Sy

r > 0 suficiente pequefio. Modulo el subgrupo A C C la integral
compleja no depende del camino, es decir

7y
/ f(W)dW+/\ (S C//\

0

es bien definido por todos puntos zy,z; € C\ S.
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Ejemplo (Perfodos de la funcién 1)

Los periodos de la funcion holomorfa f : C* — C, z — %, son
engenerado del periodo del camino ~ : [0,27] — C*, t — re™,

d 27 1 . 27
- / _ (ire)dt = / idt = 27i
v w 0 re! 0

con 4(t) = ire't, en particular tenemos por todos zy,z; € C*:

Zld
/ W L 2niZ = lnz — Inz + 27iZ

0 w
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